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Резюме. Рассматривается применительно к системе второго порядка оценки области 
изменения параметров гарантирующих устойчивость замкнутой системы. 
Оценивается  близость этих оценок к истинным значениям границ областей 
устойчивости. Детально  обсуждаются границы устойчивости при изменении  
параметров (параметрическое возбуждение, параметрический резонанс и т.п.). На 
примере проводится сравнение оценок  с известными результатами. 
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1. Введение 
 

Различные варианты задач, в которых требуется определить 
область параметров, при которых гарантируются те или иные свойства 
функции или решения соответствующей задачи продолжают 
привлекать внимание исследователей (см., например [14, 17]). 
Существенно, что в [14, 17] рассматриваются задачи, в которых 
параметры не зависят от времени. В этой связи отметим работу [16], в 
которой рассматривается задача гарантирования устойчивости 
линейной управляемой системы, параметры которой зависят от 
времени. Естественно, возникает вопрос о том насколько оценки 
области изменения параметров гарантирующих устойчивость 
замкнутой системы [16] близки к истинным значениям границ 
областей устойчивости. 

 Ниже, этот вопрос рассматривается применительно к системе второго 
порядка. Этот выбор обусловлен тем, что для таких систем детально 
рассмотрены границы устойчивости при изменении их параметров 
(параметрическое возбуждение, параметрический резонанс и т.п.) 

 На примере приводится сравнение оценок [16] с известными 
результатами. 

2. Общие соотношения 
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Так, пусть согласно [15,16] движение системы описывается 
следующими уравнениями: 
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s)t(si ≤ ,  ,,2,1i = ;  0s ≥ , 

где mn Ru,Rx ∈∈  – фазовый вектор и вектор управляющих воздействий 
соответственно, R)t(s,R)t(r k ∈∈  – векторы неопределенных параметров 
( )t(s),t(r ii  – их компоненты). 
 Предполагается, что матрицы ii B,A  имеют ранг, равный единице, 
т.е. допускают представление 

iii edA ′= ,  iii gfB ′= , 
где iiii g,f,e,d  – векторы соответствующих размеров, штрих здесь и далее 
означает транспонирование. Задача стабилизации такой системы сводится к 
построению положительно определенного решения следующего 
алгебраического уравнения Риккати (АУР)[1-5,9-13]  
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Q,R  – симметричные положительно определенные весовые матрицы (при 
0r,0s ==  АУР (2) соответствует обычной линейной квадратичной задаче с 

весовыми матрицами Rε  и Qε ). Задача стабилизации системы (1) имеет 
решение, если при достаточно малом 0>ε  АУР (2) имеет положительно 
определенное решение. 

3. Случай отсутствия управления. 
Итак, пусть в (1) ,,1,0i,0Bi == . В этом случае уравнение (1) 

можно переписать следующим образом: 
0QUrPTPrPAPA 00 =ε++++′ .                                                (3) 

Так как в рассматриваемом случае нас интересуют решения уравнения (1) 
при произвольно малом ε , то можно в уравнении (3) положить 0=ε  и далее 
рассматривать следующее АУР  )[1-5,9-13]  

0UrPTPrPAPA 00 =+++′ .                                                (4) 
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Условие существования искомого решения уравнения (4) удобно 
сформулировать используя соотношение Басса (3.2.17) [8] или матричной 
сигнум функции (соотношение (3.2.23) [8]). Из этих соотношений следует, 
что АУР (4) будет иметь искомое решение, если соответствующий 
Гамильтониан: 
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не будет иметь собственных значений на мнимой оси. Это условие позволяет 
определить величину r , при которой АУР (4) будет иметь искомое решение. 
 Рассмотрим это более подробно на примере системы второго порядка. 

1. Система второго порядка. 
Итак, пусть в (1) 
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Среди матриц iA  в (1) будем считать только матрица 1A  не равна 
нулю. Далее рассмотрим два случая: 
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Рассмотрим случай 1. Согласно (1) 
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Соответствующий этом случаю Гамильтониан определяется (5) и 
характеристический полином матрицы H  имеет вид: 

0)r2( 422224 =ω+λ+β−ω+λ .                                                 (6) 
Очевидно, что полином (6) не будет иметь мнимых  корней, если β<r . Т. е. 
в этом случае система будет асимптотически устойчивой, если β<r . 
Другими словами, в этом случае оценка β<r  будет точным значением 
границы устойчивости системы при возмущении, величина которого равна r . 
 Проиллюстрируем на примере, что критерий отсутствия мнимых 
корней у полинома (6) и выполнение условия 0r >−β , эквивалентны. 
Пример 1. Принимаем: 100=ω , 10=β , )101(r 6−−β= . Для этих исходных 
данных имеем следующие значения корней полинома (6): 

i100i007,02,1 ±−=λ ,  i1000071,04,3 ±−=λ , 
которые достаточно близки к мнимой оси. 
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 Таким образом, этот пример иллюстрирует сделанный ранее вывод о 
том, что оценка границы устойчивости [16], при изменении параметра β , 
является точной. 

2. Случай 2. 
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полином матрицы H , определяемой (5), имеет вид: 
0r)2( 242224 =−ω+λβ−ω+λ .                                                    (6) 

Очевидно, что при условии β>>ω , полином (6) не будет иметь мнимых 
корней,  если: 

2
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Приняв во внимание, что рассматривается случай β>>ω , можно 
получить из (7) следующую оценку для r , которая гарантируют 
асимптотическую устойчивость возмущенной системы: 

ωβ<r .                                                                           (8) 
Сравним оценку (8) с известными. Так, при гармоническом возбуждении (в 
(1) tcosr)t(r1 ω= , уравнение (16.61)[6]) в [6] приведено следующее 
значение величины r  при котором (см. (16.65)[6]) система сохраняет 
устойчивость (не наступает параметрический резонанс): 

ωβ< 2r .                                                                           (9) 
 Таким образом, при гармоническом возбуждении, оценка (9) в два 
раза превосходит оценку (8). 
 В [7] рассматривается задача параметрического возбуждения 
электрического контура состоящего их индуктивности ( L ), емкости ( C ) и 
резистора ( R ). В отличие от рассмотренного выше случая здесь 
предполагается, что в (1) )t2(cossignr)t(r1 ω=  (см. рис. 4.2 а [7]). В [7] 
получено выражение для величины амплитуды изменения емкости 
конденсатора, при которой в системе не будут возникать незатухающие 
колебания (система будет устойчивой см. (4.1.6)[7]). В наших обозначениях, 
эта оценка имеет вид: 

ωβ
π

<
2

r .                                                                 (10) 

Оценка (10) превосходит оценку (8), но меньше оценки (9). По-видимому, это 
является следствием того, что как отмечают авторы [7]: «…выбранный нами 
скачкообразный закон изменения C  оптимален для вложения энергии». 
      Подчеркнем существенность предположения о том, что параметры 
системы зависят от времени. Так, если в рассматриваемом случае rtr =)(1   
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то очевидно, что система будет устойчивой если 2ω<r , что существенно 
превышает оценки r  согласно (8)-(10). 
 
Заключение. 
 Применительно к системе второго порядка рассмотрен вопрос о 
близости оценок [16] границ изменения параметров к истинным значениям 
границ областей устойчивости. Выбор системы второго порядка обусловлен 
тем, что для таких систем известны границы устойчивости при изменении их 
параметров. 
 Приведено сравнение оценок [16] с известными результатами. 
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About estimations of domain of the system stability When changing its 

parameters 
F.A. Aliev, V.B. Larin 

 
ABSTRACT  

 
In this work with respect to a system of the second order the estimations of the 

domain  the  changing of the parameters that guarantee the stability of a closed system are 
close to the true values of the boundaries of the stability domains is considered. The 
boundaries of stability are discussed in detail when their parameters change (parametric 
excitation, parametric resonance, etc.). On an example comparison of estimates with the 
known results is given.. 
            Keywords:  a second order system, the algebraic Riccati equation, a guaranteed 
stability of the stability boundary, closed system. 
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